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A kételkedés joga — és kotelessége

(Gondolatok az Erdély-féle spidron-rendszer vizsgalata kapcsan)

Amikor e sorok iroja eloszor kezébe vette a ,spidron-fészek™ nevu geometriai konstrukcio
mozgathatd papir-modelljét, az elso racsodalkozast kovetoen a kételkedés wvalt urra
gondolatain. Kételkedés abban, hogy ez az Erdély Déniel éltal felfedezett — és elnevezett —
konstrukcié valoban rendelkezik-e azokkal a geometriai tulajdonsagokkal, amelyek a modell
mozgatasa (deformalasa) kozben tapasztalhatunk. E kételkedés torténetét €s eredményét
ismerheti meg az olvas6. Anélkiil, hogy a spidron-rendszer minden, matematikai szempontbol
érdeklodésre szdmot tartd tulajdonsagat feltarnank, elemezni fogjuk, hogy a spidron-fészek
milyen mozgasra ,.képes”. Megmutatjuk, hogy a modell alapjan eros sejtésnek tekintheto
mozgas valdban tulajdonsaga a matematikai eszkdzokkel pontosan leirt ,,absztrakt” spidron-
fészeknek. Vizsgdlatainkhoz a Maple szamitogép-algebrai rendszert fogjuk felhasznalni,
amely amellett, hogy formalis matematikai eszk6zokkel pontos (tehat nem kozelito
numerikus) eredményeket szolgaltat, igen jo kozelito szamitasokra is alkalmas, mikézben a
megjelenités és a szemléltetés terén is kivald eszkoznek bizonyul. Mielott mindezt
megtennénk, néhany példan keresztiil megmutatjuk, hogy miért kell dvatosnak lennie egy
matematikusnak, kiilonosen egy teljesen 0j konstrukcié megismerésekor.

Kezdjiik egy (latszolag) nem ide tartozé feladattal:

X

Hany (val6s) megoldasa van az 86%9 =log , (x) egyenletnek? A valasz elso pillantasra nem
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tunik nehéznek.

Azyzgeig és azy:10gl(x)
elbg "
figgvények egymas inverzei,
ezért grafikonjaik  egymas
tiikorképei az y = x egyenesre

vonatkozoan.
y=log glx) Y=
Ennek megfeleloen az y = x

egyenesen metszik egymast, ¢és
csak ott, mivel mindkét gorbe
monoton. Tehat az egyenletnek
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Az eredeti egyenlet megoldasa helyett elegendo az x =¢ae%9 egyenlet egyetlen gyokét
elog

megkeresniink, amelyre a Maple felhasznalasaval az x ~ 0.3642498896... (kozelito) értéket
kaptuk.

Azok az olvasodink, akik helyénvalonak vlik a fenti okfejtést, probaljak ki, hogy az x :%
valamint az x :% ugyancsak gyoke az egyenletnek. Hol a hiba'?

A ,megoldas’-nak az a része, amely arra vonatkozik, hogy az egyenlet két oldaldnak
megfelelo fliggvény egymas inverze, helytdllo, igy a két fliggvénynek valéban van
metszéspontja az y=x egyenesen. Abbol viszont, hogy mindkét gorbe monoton, nem
kovetkezik, hogy masutt nem metszhetik egymast. Ennek illusztralasara mutatunk egy
,»,durvabb” példat.

Abrazoljuk az y=a* fiiggvényt és inverzét, az y=log, x fiiggvényt kozos
koordinatarendszerben az y=x egyenesre eso (; xo) metszéspontjukba huzott érintoikkel

egyiitt. A baloldali dbran a =é , a jobboldalin a = 3—12

y=log fx) v =
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Eszrevehetjiik, hogy a =§ esetben az exponencidlis fliggvény érintojének az irdnyszoge

abszolut értékben kisebb, mint 45°, igy az inverzéé nagyobb. Ez azt jelenti, hogy példaul az x
< xo értékekre a logaritmus fliggvény érintoje folotte halad az exponencialis fliggvény
érintojének, maga a logaritmusfiiggvény pedig még e folott. gy ezen az intervallumon nem
metszheti az exponencialis fliggvényt.

' Ez az igen érdekes kérdés SHARAGIN japan matematikustol szarmazik, aki ehhez hasonlé szép feladatokkal
intette nagyobb ovatossagra olvasoit. [3]



Ugyanakkor a =3—12 esetben, — mivel a logaritmusfiiggvény érintojének az irdnyszoge lesz

kisebb abszolut értékben 45°-ndl — ha x < xp akkor az az xo pont kozelében a
logaritmusfiiggvény alatta halad az exponencidlis fiiggvénynek. Ugyanakkor metszenie kell
valahol, mivel az exponencidlis fliggvény metszi az y tengelyt, a logaritmus- fliggvény pedig
nem. Ennek a metszéspontnak az y=x egyenesre vonatkozo tiikkdrképe ugyancsak metszéspont
lesz. Eszerint, ha a 0<a<l paraméter elég kozel van O-hoz, akkor biztosan harom, ha elég
kozel van 1-hez, biztosan egy gyoke van az a* =log, x egyenletnek. igy hat nem volt

igazunk abban, hogy egy monoton fiiggvény és inverze csak az y=x egyenesen metszheti
egymast.

Keressik meg azt az a paraméter értéket, amely e két allapot kozotti hatareset! Ez
nyilvanvaléan ott van, ahol a két fliggvény (x¢ ; xo) pontbeli érintoje egybeesik, azaz
meroleges az y=x egyenesre (meredeksége —1). Ezekbol a feltételekbol a-ra és x-re egy
kétismeretlenes egyenletrendszert irhatunk fel:

x=a" i
a*In(a)=-1 i; (Az egyenlet bal oldalan az exponencialis fliggvény derivaltja szerepel.)
Ebbol a kissé szokatlan egyenletrendszerbol x és a — tobbszords behelyettesitéssel — konnyen

meghatarozhato:
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Azt kaptuk tehat, hogy ha a Egig =e <1, akkoraz a” =log,h x egyenletnek egy valds

eeg
gyoke van, 0<a <(§12 = e ¢ esetben pedig, —igy a :% =0.0625 esetben is — harom.
eeg

Megjegyezziikk még, hogy az 4 :L =0.0625 olyan kozel van a hataresethez, hogy a két
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oldalnak megfelelo fliggvény abrazolasaval semmi tdmpontot nem kapunk a kérdés

X

eldontése¢hez. Az 8‘:%9 =log , (x) egyenletnek példaul a
elog s
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fentieck szerint csak egy valés gydke van, mivel N

e »0.06598 < % » 0.0666 e /

Legfeljebb ugy kaphatunk gyokok szaméra vonatkozdan jo
sejtést, ha egy alkalmas fliggvényabrazold programmal oo
lerajzoljuk a két fiiggvény kiilonbségét. A mellékelt rajz az

x a1

el ¢ o . .
y=1006¢—=+ - log , xT fiiggvény grafikonja, amelyrol
elog T @

leolvashat6, hogy az eredeti egyenletiinknek a két oldalon

vett helyettesitési értéke a (0,2; 0,52) intervallumon alig 0,001-del tér el egymastol.




Konnyen misztikussa valhat a matematika, ha agy keriil elénk egy (akar igaz, akar hamis)
allitas, mint ahogy egy buvész elovardzsol egy nyulat a cilinderbol, a mélyen tisztelt publikum
legnagyobb amulatara. fme egy ,nytl a kaplapbol” jellegu allitss, amely egy idoben
futdtuzként terjedt az algebristak korében’:

pV163

Az © hatvany egész szdm, pontosan 262537412640768744 . Az allitas eléggé
meglepo, hiszen a hatvany alapjaban és kitevojében egyarant transzcendens szam all.

Vajon igaz ez? Honnan ,,jon r4” valaki egy ilyen Osszefliggésre? Hogyan lehetne igazolni?

Ha wvalaki elénk 4allna egy nehezen kovetheto ,bizonyitdssal”’, nem lennénk kdénnyu
helyzetben. Ahhoz hogy cafoljuk, elegendo kello pontossadgig meghataroznunk a hatvany
értékét. ,Kézzel” ez is nehezen menne, ugyanis — a Maple felhasznalasaval konnyen
ellenorizheto — a kapott szam tort része mintegy 10 jegynyi pontossagig 0, csak ennél
pontosabb szamolas esetén kapunk 0-t6l kiilonbozo szamjegyeket. Akkor sem jarnank jobban,
— a(-in(262537412640768744)C')2 o . )
ha az ,allitast” G o + =163 alakban irmak fel, ugyanis az egyenloség
e (%]
bal oldala valoban /63 mintegy 20 tizedesjegynyi (!!) pontossdgig. A Maple azonban ennél
joval nagyobb pontossaggal is képes szamolni, igy végiil is kidertil, hogy a vizsgalt szam nem
egesz”.

A geometridban is konnyen taldlunk példat arra, hogy az ,ugy tunik” és az ,ugy van”,
mennyire nem ugyanazt jelenti. Készitsiink tiz — egységnyi oldali — szabalyos haromszdgbol
egy ,.nyitott” kettos gulat. Az, hogy ,,mennyire nyitott”, kizardlag a kettos gula két szemkdzti
csucsa kozotti tavolsagtol fiigg. Valasszuk ezt a tdvolsagot akkorara, mint a guldk kozos
alapjanak a két szabadon maradt csucsa kozotti tavolsag. Ekkor két ilyen egybevagd alakzatot
Osszeilleszthetiink egyetlen 20db szabalyos haromszogbol allo poliéderré (amit akar
nevezhetnénk egy szerkezetében sem szabdlyos ikozaédernek).

2 http://www.shef.ac.uk/puremath/theorems/nearint.html
3 Tekintsiik meg az errol késziilt MAPLE programot
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A poliéder papirmodelljét elkészitve tapasztalhatjuk, hogy ez a poliéder mozgathato: az egyik
kettos gula cstcsait 6ssz€bb nyomva a masiknak a csucsai messzebb keriilnek egymashoz, és
viszont. Valoban ,,mozgathatd” ez a poliéder? Ugy tunik. De ugy is van?

A kérdés eldontésére rakjuk egy jol megvalasztott térbeli koordinatarendszerbe a
konstrukcidt, jeloljiik x-el a kettos gula 1. és (az alabbi rajzon éppen nem lathatd) 2. sorszamu
csucsa kozotti tavolsag felét, y-nal a két szabadon marado 3. és 4. csucs tavolsdganak a felét,
majd irjuk fel y-t, mint x fliggvényét.
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A részleteket most mellozve, az y =f(x)=+/1- x" sin Sarcsing——=+x Osszefliggést
g e2v1- x* gg
kaptuk.*
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A fiiggvénynek a geometriai tartalommal bird [O,XO] intervallumat rajzoltuk fel, ahol

f(x,) =0, amelybol x, :—‘50_1;0\5 »0.5257

Ahhoz, hogy megadjuk a poliéder szabalyos haromszogekbol ¢épitett, biztosan Iétezo
valtozatanak a koordinatait, az f(x)=x egyenletet kell megoldanunk. A fenti egyenlet
kozelito gyokét a Maple konnyedén kiszdmolja, elegendo nagy pontossaggal: x » 0.327267

Ha a poliéder mozgathato, akkor annak kell teljesiilnie, hogy az egyik feléhez tartozo gula-
magassag (az 1.-2. tdvolsag) — legalabb egy bizonyos intervallumon mozogva — folyamatosan
olyan tavolsdgot hataroz meg a szabadon marado 3. és 4. csucsok kozott, amely éppen
megegyezik a konstrukcid masik kettosguldjanak a csticsai kozotti tavolsagaval. Vagyis ha
teljesiil, hogy y, =f(x,), akkor annak is teljesiilnie kell, hogy x, =f(y,) Ez pedig azt jelenti,
hogy az f(x) fliggvénynek és inverzének ezen az intervallumon egybe kell esnie.

- - 5+8x +
Az f(x) fuiggvény inverze (a vizsgalt intervallumon) a f(x) :\/ ix : 180X > fliggvény.

X -

Mir a fiiggvényt lerajzolva is szembetuno, hogy f(x) és f(x) pontosan harom helyen metszi
egymast — hasonldan az elozo példankhoz. A Maple segitségével konnyedén kitapogathat6 az

f(x) =f(x) egyenlet harom gyoke, melyek a vizsgalt intervallumba esnek.

* Ez talan nem tunik ,,nyal a kalapbol” jellegu allitisnak a mellékelt MAPLE program talén segit ezt
megvilagitani.
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Az elozoek alapjan nem lepodiink meg azon, hogy egy monoton fiiggvény ¢€s az inverze akar
harom helyen is metszheti egymast. Az abrarol leolvashatd, hogy a poliéder nem mozgathato
ugyan, viszont van még két (egymassal egybevago) ,,stabil” valtozata, vagyis az f(x)fliggvény
¢és az inverze a vizsgalt intervallumon beliil valoban harom helyen metszi egymast. Ezt
eloszor M. Goldberg mutatta ki 1978-ban. [1] Az 0sszetartozo (X,y) értékpar:
(0.071185256...,0.492373... ) és forditottja, valamint a (0.327267375..., 0.327267375...)
pont, ahol a 0.327267375... szam az x=f(x) egyenletnek is a (kdzelito) gyoke.

Ezeknek a numerikus értékeknek a meghatarozasdhoz nem kell feltétleniil az f(x) inverzét
megtaldlnunk, ezek a metszéspontok ugyanott vannak, ahol a g(x) =x- f (f (x)) fiiggvény
zérushelyei:

gx)=x-1(f(x))

2] e 02 a3 04 05’
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Ha a szabalyos haromszogek helyett olyan egyenloszaru haromszo gekbol épitjiik fel a
poliédert, amelynek a szara 3% -kal kisebb, vagy nagyobb, mint az alapja, akkor mar csak
egyetlen ,stabil” poliédert kapunk. Az igy kapott poliéder viszont csak akkor lehetne
mozgathatd, ha a g(x) fliiggvény — legalabb egy intervallumon — azonosan 0 értéket venne fel.
Ez viszont biztosan nem teljesiil.

Gyakorlatilag ugyancsak konnyedén mozgathatd annak a poliédernek a papirmodellje,
amelynek a csucsai megegyeznek egy ikozaéder cstcsaival, lapjai vagy szabalyosak, vagy un.

1+

tompaszOogu arany-haromszogek: szaruk egységnyi, alapjuk t = , az aranymetszés

aranya.



Legyen ennek a poliédernek 4, Bés C az a harom csucsa, amelyek egy — az egyszerubb
szamolds kedvéért 2 egységnyi oldalhosszii — szabalyos haromszoget hataroznak meg. A
poliédert elhelyezhetjiik ugy a térbeli derékszogu koordinatarendszerben, ahogy az ikozaédert
is legcélszerubb: e harom pont essen a harom koordinata-sikra. Legyenek a koordinataik:

A :[y,x,O]
B —[O,y,x]
C —[X,O,y]

Felirva a pontok kozotti tavolsdgot, x ¢és y kozott egyetlen Osszefliggéshez, az

X +4/8- 3x*

y =1(x) :# fliggvényhez jutunk®. Erre a fiiggvényre — mint varhatd volt —
o 1+4/5 , G o
teljesiil, hogy f(1) =T =t (amely éppen a szabdlyos ikozéder koordinatait jelenti) de

& 1+4/5 0_1 +.5

2 5 2
nem tobb, mint 0.015 -del, tehat kevesebb, mint 1%-kal tér el a 0-t6l. De eltér, igy
matematikailag ez sem mozgathatd, ennek a lapjaival adott poliédernek ez a két stabil
helyzete van.

emellett, f(t-1)=f =t is teljesiil, sot e két stabil helyzet kozott f(x)- t

> Amennyiben adottak a feltételek, javasoljuk, hogy ellenorizze a szamitasokat ezzel a MAPLE programmal.
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Megjegyezziik még, hogy ismert tobb, latszolag mozgathato poliéder ( [2], 224. old., azonban
igen nehéz valdban, matematikai eszkozokkel igazolhatd6 moddon mozgathaté poliédert
konstrudlni. Pl. e sorok ir6ja nem ismer mas bizonyitottan mozgathat6 poliédert, mint az itt:
([2], 246.0ld.) leirt 9 csucsu, 14 lapa és 21 élu konkav poliédert. Arol, hogy ez a poliéder
valoban mozgathatd, Csirmaz Laszlo kozolt egy bizonyitast.[4] Magat a poliédert Klaus
Steffen taldlta meg.

Azt, hogy a konvex poliéderek merevek, eloszér Cauchy bizonyitotta 1813-ban. Cauchy tétele
pontosan igy szol: ,Ha két konvex poliéder felépitése azonos és megfelelo lapjaik egybevigok,
akkor vagy orientaciotartoan, vagy tiikrosen egybevagok (valamely sikra vonatkozoan). Ez a
tétel tobbet mond ki annal, hogy nem mozgathatok, konvex poliéderekkel az sem fordulhat
elo, mint a fent bemutatott poliéderekkel, hogy ti. azonos (topologiai) felépités és egybevago
lapok esetén is akadhat tobb, egymassal nem egybevag6 valtozata is a poliédernek. A Cauchy-
tétel bizonyitasa egyébként eléggé hosszadalmas. ([2], 228. old.) , ([5]. 58. faladat.)

Reméljiikk sikeriilt megvilagitanunk, miért volt sziikség arra, hogy némi gyanakvassal, vagy
legalabbis kello ovatossaggal fogunk hozza a térbeli spidron-fészek mozgasanak az
elemzéséhez.

A spidron-"fészek" egy szabalyos hatszog alkalmas modon torténo Osszehajtasaval eloallo
felillet. Egy ilyen fészek hat, egymassal egybevdgd "kar"-bol all, ahol mindegyik kar
alapalakzatok egymashoz kapcsol6dd sorozata. Ez a sorozat akarhany ilyen alapalakzatbol
allhat, gyakorlatilag a sorozatnak az elso néhany tagjat célszeru meghatarozni, lerajzolni.
Mondjuk azt, hogy a spidron (-fészek, ill.-kar) mélysége n, ha egy spidron-kar n egymashoz
kapcsolodo alapalakzatbol 4ll.



Egy alapalakzat egy 120°-0s csticsszogu egyenloszarii haromszogbol (ABD héaromszog) és
egy chhez illesztett szabalyos haromszogbol (ACD haromszog) all, amelyek egyiitt —
amennyiben egy sikban vannak — egy derékszogu haromszoget alkotnak.

C A

Haszndlni fogjuk még a spidron-gyuru elnevezést, amely lényegében egy 1 mélységu
spidron-fészek: hat egymashoz kapcsolt egybevago alapalakzatbol all.

A spidron-fészket szemiigyre véve — és a lehetséges modon deformalva (hajtogatva) —
észrevehetjiik, hogy a fészek ,szélét” alkotd térbeli hatszogvonal egymassal egyenlo élei
mind ugyanakkora szoget zarnak be egy sikkal, amely e hat él felezopontjainak a sikja.
Nevezzik ezt a spidron-fészek sikjanak (noha maga a spidron-fészek csak hataresetben
sikidom: ez a sikbeli spidron-fészek). A spidron-fészek szélét alkotd térbeli szabalyos
hatszdgnek e sikra eso meroleges vetiilete ugyancsak szabalyos hatszog.

Térbeli szabalyos hatszoget kapunk, ha egy hatszogvonaltol csak azt koveteljiik meg, hogy
¢lei, valamint a szomszédos ¢élek szogei egyenlok legyenek. A térbeli hatszogvomal
természetesen nem hataroz meg egy hatszoglapot. Nevezziikk térbeli szabalyos
hatszoglapnak azt a hat egyenloszarti hdromszdgbol allo alakzatot, amelyben a hdromszdgek
alapjai a térbeli szabalyos hatszogvonal élei, k6zos csticsuk e hatszogvonal kozéppontja. A
térbeli szabalyos hatszoglap az egymashoz csatlakozd élei mentén mozgathaté ugyan, de ha
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megkoveteljiikk, hogy maradjon térbeli szabalyos hatszog, akkor merev, hiszen ha az ¢lei
nagyobb szoget zarnak be a hatszog sikjaval, akkor kozelebb keriilnek az origéhoz, igy
csokkennek a hatszoglapokat alkotd egyenloszari haromszogek szarai A térbeli szabalyos
hatszog kozéppontosan szimmetrikus alakzat és — mint 1atni fogjuk — a spidron-fészek is az.

A spidron-fészek sz¢létol koveteljiilk meg, hogy (térbeli, vagy sikbeli) szabalyos hatszogvonal
legyen.

Azt fogjuk beldtni, hogy ha a spidron-fészek széle, amely egyben az elso spidron-gyuru kiilso
széle térbeli szabdlyos hatszog, akkor a belso széle is az. Ez teszi lehetové, hogy a spidron-
fészek egymasba illesztett gyuruk sorozataként is felépitheto. Egy spidron-gyuru belso
sz€lének az élei kisebb szoget zarnak be a spidron sikjdval, mint a kiilso. Emiatt nem
mondhatjuk, hogy a ,,végteleniil mély” térbeli spidron-fészek dnmagédhoz hasonl6 alakzat. A
sikbeli viszont az.

Ahhoz, hogy egy spidron fészek mozgasat leirjuk, elegendo egyetlen alapalakzat mozgésat
elemezniink, mivel ilyen alapalakzatokbol a megfelelo paraméterek megadasaval felépitheto
egy kar, abbdl pedig egybevagdsagi transzformaciokkal az egész spidron-fészek.

Helyezziik a spidronfészket egy térbeli koordinatarendszerbe ugy, hogy sikja az (xy) sik
legyen, kdzéppontja legyen az origo.

Egy, a spidron-fészek sz¢1ét alkotd szakaszt hdrom paraméterrel jellemezhetiink :

d: a szakasz hossza;
a :  aszakasz felezoponjaba mutatd helyvektor irdnyszoge;
b : a szakasznak az (xy) sikkal bezart szoge.

Ezt az alabbi Maple eljarasban realizaltuk:
V. = proc(d, al pha, bet a)
|l ocal F, A ¢V,
c: =d*cos(beta)*sqrt(3)/2:
F: =[c*cos(al pha), c*sin(al pha), 0] :
A: =[d*si n(al pha) *cos(beta)/ 2,
d*cos(al pha) *cos(beta)/ 2,
d*si n(beta)/ 2]:
V. =[ F+A F- Al :
end proc:

A szakasznak az xy sikra eso meroleges vetiilete dcos(b) , igy felezopontja az origotol

¢ =dcos (b)% tavolsagra van, Ebbol felirhatok a felezopont koordinatdi, majd a szakasz

végpontjanak a koordinatai. E két pont koordinatait kapjuk az eljaras outputjaként (kimeno
adataiként).
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Magat a spidron-fészket egyértelmuen meghatirozza a kiilso spidron-gyuru, azt pedig a
feltételeinknek eleget tevo térbeli hatszdg, e gyuru kiilso széle. Ezt a térbeli hatszoget pedig
két adattal jellemezhetjiik: egy oldalanak a d hosszaval és az oldal xy sikkal bezart f* szogével

Az alapalakzatunk 4B oldalat helyezziik el ugy, hogy a felezopontja a koordinata-rendszer x
tengelyére essen. A CD szakaszt irjuk fel a fenti eljaras felhasznalasaval, egyelore
meghatarozatlan paraméterként kezelve a felirdsara haszndlt a és b valtozokat. Igy az
alapalakzat csucsai igy irhatok fel:

A= g%dcos(f)ﬁ,%dcos(f),%dsin(f)@
B;=%dcos(f)f,-%dcos(f),-%dsin(f)@
C = é—édﬁ sin(a)cos(b)+%dcos(b) cos(a),

édﬁ cos(a) cos(b) +%dcos(b) sin(a),édﬁ sin(b)@

D= gédﬁ sin(a ) cos(b) +%dcos(b) cos(a),

-édﬁcos(a)cos(b) +%dcos(b) sin(a), -édﬁsin(b)@

A feladatunk az, hogy ugy adjuk meg az a ¢és b értekét, mint f fiiggvényét, hogy a BD, DC,

3

CA ¢és DA szakaszok hossza egyarant dg hosszu legyen A CD:dT a felirasbol

adoddan egy barmely (a,b) értékre fennalld6 azonossag. Az a transzformdacio, amely az AB
szakaszt a CD-be viszi, az A-t a C-be, B-t a D-be transzformalja, igy mindenképpen teljesiilnie
kell az AC=BD 0sszefiiggésnek. Ezt a Maple is azonnal igazolta, igy két egyenletbol allo
egyenletrendszeriink maradt, amelyben a-t és b-t ismeretlennek, az f valtozot pedig fiiggetlen
paraméternek tekintjiik :

el :Z%cos(b)z- 2cos(b)cos(a)cos(f)ﬁ+%cos(f)2- %ﬁ sin(b) sin( f)
3 ) : 9 )
e = Zcos(b) - 3 sin(a) cos(b) cos(f) - cos(b) cos(a) cos(f)ﬁ+zcos(f)

+% 3 sin(b) sin(f)

Az egyenletrendszer Maple altal megadott megoldasai koziil “kézzel” kellett kivalasztani azt,
amely a feladat geometriai tartalmanak megfelel. A kapott eredmények egyszerubb alakra
hozasahoz is alkalmasint ,,segiteni” kellett a Maple —nek. Ugyanis a geometriai tartalombol
adoddan elvégezhetok voltak olyan trigonometriai egyszerusitések, amelyeket a programnak
nem volt , joga” elvégezni. Igy kaptuk a-ra és b-re az alabbi — f'-tol fliggo — kifejezéseket:
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3~°\/§(1- 2cos(f) +3cos’ (f))- sin(f)\/- 1+4cos(f) - 3cosz(f) 9

a(f) = arccos ¢
4c0s(f)\/2- 4cos(f) +3cos® (f) ;

b(E) = tga-1+4cos(f)-3cosz(f)9
(f)—arcang 2- 4cos(f)+3cosz(f)+
%}

Mivel a’kézi” és ,,gépi” szamolast egyiitt alkalmaztuk, nem lehettiink biztosak abban, hogy
ezek a flggvények valdban leirjdk a spidron mozgasat, amig nem ellenoriztiikk, hogy a f
paraméter értékétol fliggetleniil minden esetben teljesiil az e;=0 és e,=0 egyenloség. A
vizsgélat arra vezetett, hogy az alabbi — elrettentésképpen bemutatott — trigonometrikus

kifejezésrol kellett belatni, hogy minden szdba jovo fértékre nézve f-tol fiiggetleniil azonosan
nulla:

-3 cos(f)?- 1+2cos(f)+2ﬁgcos(f)2- 12 cos(f)* + 9 cos(f)* - 1 +4 cos(f) +

4/2-4cos(f)+3cos(ﬂ2v ! ﬁ

2 - 4 cos(f) + 3 cos(f)?
4/-1 +4 cos(f) - 3 cos(f)? sin(f) - 2J2- 4 cos(f) + 3 cos(f)?

1
W/z- 4 cos(f) + 3 cos(f)? cos(f)4f3 /-1 +4cos(f) - 3 cos(/)’ sin(/) +3
3

1
2 - 4 cos(f) + 3 cos(f)?

cos(f)? «/2 - 4 cos(f) +3 cos(f)? M
"(1/2)

4/-1 +4 cos(f) - 3 cos(f)* sin(f)g/((Z- 4cos(f)+3cos(f)2)cos(f)2)g
¢ ¢

1 _ 2 3 4 _
cos(f) \/2 T a0s(f) + 3 cos(/)’ 4 ﬁ@ cos(f)" - 12 cos(f) +9cos(f)" - 1
1

2
+4 cos(f) +J2- 4 cos(f) + 3 cos(f) vz_ 2 cos() 3 cos(/ )
4/-1 +4 cos(f) - 3 cos(f)* sin(f) - 2J2- 4 cos(f) + 3 cos(f)?

1
\/2- 4 cos(f) + 3 cos(f)? cos(f)4f3 /- 1 +4 cos(f) - 3 cos(f)* sin(f) +3
g

1
2 - 4 cos(f) + 3 cos(f)?

cos(f)? «/2 - 4 cos(f) +3 cos(f)? X/

) ()
4/- 1 +4 cos(f) - 3 cos(f)* sin(ﬂg/((2 - 4cos(f)+3 cos(f)z)cos(f)z)g
[4 [4
2 1 2 3 4
cos(f) vz_ T o0s(/) + 3 cos(/)’ +3ﬁ§ cos(f)" - 12 cos(f)” +9cos(f)" - 1

1
2 - 4 cos(f) +3 cos(f)?

+4 cos(f) +«/2- 4cos(f)+3cos(f)2N/
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4/-1 +4 cos(f) - 3 cos(f)? sin(f) - 2J2- 4 cos(f) + 3 cos(f)?

I
\/2- 4 cos(f) + 3 cos(f)’ cos(/)/3 4/~ 1 +4 cos(f) - 3 cos(f)” sin(f) +3
3

1
2 - 4 cos(f) + 3 cos(f)?

cos(f)? «/2 - 4 cos(f) +3 cos(f)? x/
..(1/2)

4/-1 +4 cos(f) - 3 cos(f)* sin(f)g/((2- 4cos(f)+3cos(f)2)cos(f)2)g
¢ ¢

3 1 ] - .
cos(f) vz T aoos) +3 cos ) «/2 4 cos(f) + 3 cos(f)
1 — -
M2 - 4 cos(f) + 3 cos(f)? : J- L+4 cos(f) - 3 cos(f)” sin(/)

Sikeriilt. Ehhez ismét a program ¢€s a gyanakvo felhasznald egyiittes munkajara volt sziikség.

Megnyugtaté modon sikeriilt belatni, hogy spidron-fészek valdban mozgathatd, és a fenti a(f)
¢és b(f) fuiggvényekkel irhat6 le a mozgasa.

Bar e két fliiggvény értelmezési tartomanya ennél bovebb, a geometriai tartalommal bird
b, =f értékek a go,%ﬁ intervallumba esnek. Ugyanis f =% esetén az ABD és ACD

haromszdgek egyarant merolegesek az (xy) sikra, igy e folott mar fizikailag nem realizalhato,
Onatmetszo feliilet kapnank.

Maganak egy spidron-karnak, ill. a spidron-fészeknek az eloallitisa e paraméterek
ismeretében mar konnyen megoldhat6 feladat.

Az elso alapalakzat d,=d ,a, =0 b, =f adataib6l kiindulva a spidronkar k-adik

alapalakzatanak bemeno adataibol az aldbbi— szimultan— rekurziv képletekkel kapjuk a k+17-
edik alapalakzat bemeno adatait:
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4,3

dey = 3
Ay =y +a(bk)
b... =b(b,)

Az a(f ) €s b(f ) fiiggvények grafikonja dnmagaban nem sok lehetoséget nyujt a spidron-
fészek tulajdonsagainak az elmélyiiltebb elemzésére.

1
af)

0.8

bh{f)

0.5

0.44

0.2

ks

Legfeljebb annyit allapithatunk meg, hogy minél nagyobb a legkiilso gyuru oldalainak az xy
sikkal bezart szoge, annal jobban — f =60° esetén éppen 60° - kal - fordul el a elso
spidron- gyuru belso hatszogének az xy sikra eso meroleges vetiilete a kiilso vetiiletéhez
képest. Az elfordulas mértéke egyre csokken, sikbeli esetben 30°. Ugyanigy az éleknek az xy
sikkal bezart szoge is fokozatosan csokken, bar ez csokkenés igen lassu, vagyis a spidron
fészek egyre beljebb 1évo — és egyre kisebb — gyurui egyre jobban bele simulnak az (xy) sikba.

De vajon biztosan bele simulnak-e?
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u 02 04 06 0& 1

Azt kell igazolnunk, hogy a

6

o

b, =b(b,) (k=23,..)

b=f Serel
& 3

rekurziv képletettel megadott sorozat a O-hoz tart, azaz limb, =0 , vagyis a fenti abrank
fiiggoleges vonalai csak az origoban surusddnek dssze.

A kérdés azért nem nyilvanvalo, mert ha az y =b( f) fiiggvény helyett az y = f fiiggvénnyel
hataroznank meg egy ilyen rekurziv sorozatot, akkor az egy konstans sorozat lenne. A mi
b( f ) fiiggvénylink azonban éppen az y = f fiiggvényhez simul hozza az origd kdzelében:
lim (b¢(f)) -1

f® 0

Akar ,kézzel”, akar a MAPLE felhasznalasaval konnyen beldthato, hogy a b( f ) fiiggvény

folytonos a vizsgalt g(‘)ﬂu intervallumon. Ezen az intervallumon az is teljesiil, hogy

’38
b(f)<f.

Altalanosabban: ha az y =b(f) fiiggvény folytonos, és a vizsgalt intervallum minden értékére
teljesiil, hogy 0 <b(f)<f akkor az dsszes ily modon megadott rekurziv sorozat (-hoz tart.
Ha ugyanis nem igy lenne, hanem a sorozat hatarértéke egy 0 < h szam lenne, akkor a

figgvénynek — a folytonossag miatt — a 4 pontban éppen /4 lenne a helyettesitési értéke, ami
ellentmondana a feltételeinknek.

A matematika eszkozei persze nem adnak szemléletes képet arrdl, hogy ez a sorozat milyen
»lassan” tart a 0-hoz, vagyis egy térbeli spidron fészek kozéppontja felé haladva, mikor valik
a fészek belseje kozel ugyanolyanna, mint egy sikbeli spidron fészek.

Itt http://micro.magnet.fsu.edu/primer/java/scienceopticsu/powersofl0/index.html egy igen
figyelemre méltd weblap, amely szemlélteti, hogy a vilagegyetem mérete mai ismereteink
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szerint mintegy 10’ méter, a legkisebb ismert (?) fizikai fogalom az atommagot alkotd kvark
mérete 107'° méter.

Induljunk ki egy ,,viligméretu” térbeli spidron-fészekbol, amelynek egy éle — mondjuk — 10>’
méter. Mivel minden spidron-gyuru belso ¢le T?)-szor kisebb, mint a kiilso, mintegy 170

1épés utan jutunk a kvark-méretu spidron gyuruhdz. Nos, a MAPLE segitségével konnyen
belathato, hogy ennek az ¢éle még tobb, mint 6°-0s szdget zar be a spidron sikjaval. Persze
mindez jaték a formakkal (vagy fogalmakkal), amit nem kell til komolyan venni.

Gyakorlatilag egy spidron-fészek modellje legfeljebb 5-6 gyurubol 4ll, a kdzepén egy lyukkal.
Lerajzolni is lefeljebb 8-9 gyurunyi részt érdemes.

Ha azt szeretnénk, hogy a spidron fészek feliilete folytonos legyen, ezért ezt a belsejében 1évo
»lyukat” befoltozzuk egy térbeli szabalyos hatszoggel. Az igy kapott véges sok haromszogbol
allo feliilet, amelybol alkalmasint poliéder allithatd Ossze, azonban — matematikai
szempontbdl — merev, mivel a belsejében 1évo térbeli szabalyos hatszoglap nem mozgathato.

Itt most éppen egy harom spidron gyurubol, és a kozepét befoltozo térbeli szabalyos
hatszoglapbol és egy kocka harom szomszédos lapjabol allo 6*3*2+6+3=45 lapu poliédert
mutatunk be. Ennek a konstrukcidonak egy ,,jobbos” €s egy ,,balos” valtozata egyetlen kockava
illesztheto Ossze.

Megjegyezziik még, hogy nincs értelme felvetniink azt kérdést, hogy egy spiral format mutatd
spidron-fészek jobbra, vagy balra csavarodik-e, legfeljebb annak, hogy két, egymdashoz
illesztett spidron-fészek ugyanolyan, vagy ellentétes iranyt spiralvonalat kozelit-e meg.

A spidron gyurukbol, spidron fészkekbol épitheto kiilonbdzo szemet gyonyodrkddteto,
fantaziat megmozgatd konstrukciok eloéllitdsa azonban mar a spidron felfedezojének, és nem
egy ovatos, olykor akadékoskodonak tuno geométernek a feladata.
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Ugyancsak nagyobb — immar matematikai — fantaziat igényelne a ,,végteleniil mély” spidron
fészek értelmezése, és matematikai szemponti elemzése, amely soran azt mondjuk, hogy az
elso spidron-gyurut kivéve mindegyiknek van egy kiilso és egy belso szomszédja. Azonban az

ezzel kapcsolatos, vagy egyéb matematikai jellegu vizsgalatok mar tul mutatnak e cikk
keretein.
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